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§ 6. Алгоритъм на симплекс метода

6.1. Алгоритъм на симплекс метода

Тук ще систематизираме резултатите в предния въпрос. При прилагането

на симплекс метода следваме следните стъпки:

1. Дадената задача привеждаме в канонична форма с неотрицате-

лен вектор на ограниченията и задачата да е за max:

max
x∈X

cTx

X :

∣

∣

∣

∣

∣

Ax = b, b ≥ 0

x ≥ 0.

2. Привеждаме ограниченията в базисен вид, т.е. решаваме сис-

темата от ограничения Ax = b спрямо m променливи, които следва да

бъдат положителни (базисни променливи) при нулева стойност на оста-

налите (небазисни). Системата Ax = b следва да е еквивалентна на сис-

тема xB +B−1NxN = β, където β = B−1b > 0. Отбелязваме, че условието

β > 0 при изродена задача е с нестрого неравенство.

Нека xB = (xk1
, xk2

, . . . , xkm
), тогава

B = (ak1
, ak2

, . . . , akm
), N = (aj1, aj2, . . . , ajn−m

).

За индексите имаме

IB = {k1, k2, . . . , km}, JN = {j1, j2, . . . , jn−m}, IB ∪ JN = {1, 2, . . . , n}.

Нека елементите на B−1(B|N) бележим с αij . Тогава системата от

ограничения в базисен вид изглежда:

X :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

xk1
· · · +α1j1xj1 +α1j2xj2 · · · +α1,jn−m

xjn−m
= β1

xk2
· · · +α2j1xj1 +α2j2xj2 · · · +α2,jn−m

xjn−m
= β2

. . . ...
...

...
...

xkm
+αmj1xj1 +αmj2xj2 · · · +αm,jn−m

xjn−m
= βm

xj ≥ 0 , j = 1, 2, . . . , n .
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От горната система определяме началния опорен план (крайна точ-

ка на X):

x(0) =
(

xk1
xk2

. . . xkm

0, . . . , 0, β1, 0, . . . , 0, β2, 0, . . . , 0, βm, 0, . . . , 0
)

.

3. За текущия опорен план пресмятаме величините ∆j:

∆ = (∆1, . . . , ∆k1
, . . . , ∆k2

, . . . , ∆km
, . . . , ∆n) ,

по формулата ∆j = cT
Bαj − cj , където

cB = (ck1
, ck2

, . . . , ckm
)T , αj = (α1j, α2j, . . . , αmj)

T .

Отбелязваме, че при j = ki, i = 1, 2, . . . , m, т.е. за базисните оценки

имаме

∆ki
= cT

Bαki
− cki

= cT
Beki

− cki
= cki

− cki
= 0.

Освен това пресмятаме и ∆0 = cT
Bβ, което е стойността на целевата

функция z в текущия опорен план x̄ – z(x̄).

4. Проверяваме критерия за оптималност, т.е. дали ∆j ≥ 0 за всяко

j ∈ JN :

4.1. Ако съществува j ∈ JN , за който ∆j < 0, тогава измежду тях

избираме най-малкото. Нека min {∆j : ∆j < 0} = ∆q. Векторът на усло-

вията αq (q-тият стълб на матрицата на условията) се нарича разрешаващ

или ключов стълб. Преминаваме към т. 5;

4.2. Ако ∆j > 0 за всяко j ∈ JN , то текущият опорен план е

оптимален и е единствен такъв. Преминаваме към т. 7;

4.3. Ако ∆j ≥ 0 за всяко j ∈ JN , но съществува q ∈ JN , за кой-

то ∆q = 0, тогава текущият опорен план е оптимален и не е единствен.

Съответстващите вектори на условията αq на ∆q = 0 също се проявяват

като разрешаващи. Преминаваме към т. 5 толкова пъти, колкото разре-

шаващи стълбове има, т.е. за всеки поотделно. След намиране на всички

съседни оптимални опорни планове на текущия план приемаме съседните
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планове поотделно за текущи и преминаваме към т. 3. В тази точка съб-

людаваме да не се получи връщане към вече запомнен оптимален опорен

план, което е предпоставка за зацикляне на алгоритъма. След изчерпване

на всички оптимални опорни планове преминаваме към т. 6.

5. Построяваме съседен опорен план на текущия план. Разглежда-

ме вектора на условията αq = (α1q, α2q, . . . , αmq)
T .

Проверяваме дали αq ≤ 0.

5.1. Ако αq ≤ 0, то текущият опорен план няма съседен, в който да

се подобрява стойността на целевата функция. Нещо повече, от текущия

опорен план x излиза неограничен ръб с параметрично уравнение xt =

x + tℓ, t ≥ 0, където ℓ е направляващ вектор с координати

ℓq = 1,

ℓki
= −αiq, i = 1, 2, . . . , m,

ℓj = 0, j = 1, 2, . . . , n и j 6= q, k1, k2, . . . , km.

Ако в тази точка сме дошли от т. 4.3, запомняме направляващия вектор

ℓ и се връщаме в 4.3, иначе задачата няма решение поради неограни-

ченост на целевата функция, и преминаваме към т. 7.

5.2. Ако съществува i ∈ {1, 2, . . . , m}, за който αiq > 0, тогава

избираме най-малкото отношение

βkp

αpq

= min

{

βkp

αiq

: αiq > 0

}

.

Редът, в който се намира αpq на матрицата на условията, т.е. p-тия,

се нарича разрешаващ или ключов ред, а самият елемент αpq се нарича

разрешаващ или ключов елемент.

Новият опорен план, както казахме в предния въпрос, получаваме

по формулата

x′ =

(

xB −
βkp

αpq
αq

0

)

+
βkp

αpq

eq,

откъдето за координатите имаме

x′
ki

= xki
−

βkp

αpq

αiq = βki
−

βkp

αpq

αiq, i = 1, 2, . . . , m,
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x′
q =

βkp

αpq

,

x′
j = 0, j = 1, 2, . . . , n, j 6= q, k1, k2, . . . , km.

Отбелязваме, че x′
kp

= 0. Това означава, че x′
kp

излиза от базиса, а новата

базисна променлива е xq. С други думи, в множеството IB от индекси на

базисните променливи имаме промяната kp := q. Тази смяна на променли-

вите изисква ново базисно представяне на системата ограничения, което

се постига чрез еквивалентни преобразувания в системата, като се спазва

условието новият вектор на условията α′
q = eq,, т.е. α′

pq = 1 и α′
iq = 0 за

i = 1, 2 . . . , m, i 6= p. Еквивалентните преобразувания се извършват по

метода на Гаус за изключване на фиксирана променлива (в случая xq)

от всички уравнения, с изключение на едно (в случая p-тото), в което тя

участва с коефициент единица.

Ще припомним тази стъпка от метода на Гаус: умножаваме ред p

с 1/αpq, след което новополучения ред, умножен последователно с −αiq,

и прибавяме към i-ти ред. В резултат получаваме базисно представяне

на ограниченията, базисно решение на което е опорният план x′. Елемен-

тите на новата матрица на условията и векторът на ограниченията се

получават по формулите:

α′
pj =

αpj

αpq

, j = 1, 2, . . . , n;

α′
ij = αij −

αiqαpj

αpq

,
i = 1, 2, . . . , m, i 6= p,

j = 1, 2, . . . , n;

β ′
q =

βq

αpq

;

β ′
i = βi −

βqαpj

αpq

, j = 1, 2, . . . , n.

Ако сме дошли от т. 4.1, се връщаме в т. 3, иначе запомняме

построения опорен план, който също е оптимален, и се връщаме в т. 4.3.

6. Нека всички оптимални опорни планове са x(1), x(2), . . . , x(µ) и

всички направления, по които има неограничени ръбове на множеството
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X са ℓ1, ℓ2, . . . , ℓν. Тогава общият запис на всички решения е

x =

µ
∑

k=1

λkx
(k) +

ν
∑

k=1

tkℓ
k,

където
µ
∑

k=1

λk = 1, λk ≥ 0, tk ≥ 0;

7. Край.

Забележка 6.1. Ако задачата е неизродена, гореописаният алгоритъм

на симплекс метода монотонно води до решение на задачата, но при

изродена е възможно преминаване през изроден опорен план, при който

минималното отношение в т. 5.2 се получава за kp такова, че βkp
= 0.

Но при тази ситуация не се преминава към съседен опорен план, а са-

мо се променя басисът на текущия опорен план. При тази смяна не се

променя стойността на функцията и при наличие на няколко базиса на

един опорен план е твърде вероятно да настъпи зацикляне. За решава-

нето на този проблем препоръчваме [7].

6.2. Таблична форма на симплекс метода

Гореописаният алгоритъм на симплекс метода се изпълнява обикновено в

таблична форма. Задачата, приведена в канонична форма и базисен вид

на ограниченията, се нанася в таблица, наречена симплекс таблица.

Таблица 6.1 е симплекс таблица, съответстваща на опорен план:

x =
(

xk1
xk2

. . . xkm

0, . . . , 0, β1, 0, . . . , 0, β2, 0, . . . , 0, βm, 0, . . . , 0
)

.

Предполагаме, че в таблицата индексният ред (последният ред,

в който са делтите) съдържа отрицателна ∆j, което съгласно критерия

за оптималност означава, че текущият опорен план не е оптимален. Ос-

вен това в този случай на неоптимален план в таблицата са отбелязани

съответно разрешаващият стълб – q (∆q е най-малката оценка), разре-

шаващият ред – p (минималното отношение βi/αiq за αiq > 0 е βp/αpq) и

разрешаващият елемент – αpq.
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Таблица 6.1: Симплекс таблица

x1 . . . xk1
. . . xk2

. . . xkp
. . . xq . . . xkm

. . . xn

B cB β c1 . . . ck1
. . . ck2

. . . ckp
. . . cq . . . ckm

. . . cn

xk1
ck1

β1 α11 . . . 1 . . . 0 . . . 0 . . . α1q . . . 0 . . . α1n

xk2
ck2

β2 α21 . . . 0 . . . 1 . . . 0 . . . α2q . . . 0 . . . α2n

...
...

...
...

...
...

xkp
ckp

βp αp1 . . . 0 . . . 0 . . . 1 . . . αpq . . . 0 . . . αpn

...
...

...
...

...
...

xkm
ckm

βm αm1 . . . 0 . . . 0 . . . 0 . . . αmq . . . 1 . . . αmn

z(x) = ∆0 ∆1 . . . 0 . . . 0 . . . 0 . . . ∆q . . . 0 . . . ∆n

Следващата Таблица 6.2 съответства на съседния опорен план на

плана от Таблица 6.1.

Таблица 6.2: Симплекс таблица

x1 . . . xk1
. . . xk2

. . . xkp
. . . xq . . . xkm

. . . xn

B cB β c1 . . . ck1
. . . ck2

. . . ckp
. . . cq . . . ckm

. . . cn

xk1
ck1

β ′

1 α′

11 . . . 1 . . . 0 . . . α′

1kp
. . . 0 . . . 0 . . . α′

1n

xk2
ck2

β ′

2 α′

21 . . . 0 . . . 1 . . . α′

2kp
. . . 0 . . . 0 . . . α′

2n

...
...

...
...

...
...

xq cq β ′

p α′

p1 . . . 0 . . . 0 . . . α′

pkp
. . . 1 . . . 0 . . . α′

pn

...
...

...
...

...
...

xkm
ckm

β ′

m α′

m1 . . . 0 . . . 0 . . . α′

mkp
. . . 0 . . . 1 . . . α′

mn

z(x) = ∆0 ∆1 . . . 0 . . . 0 . . . ∆p . . . 0 . . . 0 . . . ∆n

Елементите на Таблица 6.2 се пресмятат по формулите в т. 5.2 от

описания алгоритъм в предходната точка.

Със следващия пример ще покажем приложението на симплекс

метода.

vejdi
Line

vejdi
Line

vejdi
Line
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Пример 6.1. Да се реши със симплекс метода следната задача:

max {4x1 + 2x2}
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x1 +3x2 ≤ 9

2x1 +3x2 ≤ 18

2x1 − x2 ≤ 10

x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0 ;

Решение: На първа стъпка от алгоритъма установяваме, че зада-

чата е за максимум и е в симетрична форма. Необходимо е да приведем

в канонична форма с неотрицателен вектор на ограниченията. Във всяко

ограничение от тип неравенство добавяме допълнителна неотрицателна

такава и получаваме каноничната задача:

max {4x1 + 2x2}
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x1 +3x2 +x3 = 9

2x1 +3x2 +x4 = 18

2x1 − x2 +x5 = 10

xj ≥ 0 , j = 1, 2, . . . , 5.

Векторът на ограниченията b = (9, 18, 10)T е положителен. Следователно

условието b ≥ 0 е удовлетворено.

На втора стъпка следва каноничната задача да се сведе до базисен

вид на ограниченията. Но това също е налице. Нещо повече: винаги при

привеждане на симетрична задача в канонична форма, системата от

ограничения се привежда едновременно и в базисен вид.

Базисните променливи са: x3, x4 и x5. Матрицата на базиса B и

матрицата N са:

B =









a3 a4 a5

1 0 0

0 1 0

0 0 1









, N =









a1 a2

−1 3

2 3

2 −1









.
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Въведените индексни множества в алгоритъма в този случай са:

IB = {3, 4, 5} и IN = {1, 2} .

Началният опорен план е

x(0) =
(

β1 β2 β3

0, 0, 9, 18, 10
)

.

Продължаваме с табличната форма на алгоритъма. Всички данни

от задачата нанасяме в симплекс таблица (СТ) – Таблица 6.3, и пресмя-

таме индексните оценки – ∆j (трета стъпка от алгоритъма).

Таблица 6.3: Първа СТ

x1 x2 x3 x4 x5

B cB β 4 2 0 0 0 Отн.

x3 0 9 −1 3 1 0 0

x4 0 18 2 3 0 1 0 18/2

x5 0 10 2 −1 0 0 1 10/2

z(x(0)) = 0 −4 −2 0 0 0

∆j ∆0 ∆1 ∆2 ∆3 ∆4 ∆5

На четвърта стъпка проверяваме критерия за оптималност. Оказва

се, че опорният план x(0) не е оптимален, понеже съществуват отрицател-

ни индексни оценки (попадаме в случай 4.1).

Преминаваме към построяване на съседен опорен план (пета стъп-

ка от алгоритъма). Избираме за разрешаващ(ключов) стълб a1, понеже

∆1 е най-малката оценка. За разрешаващ ред избираме реда с най-малко

отношение βi/αi1 : αi1 > 0, в случая избираме от {18/2; 10/2} (попадаме

на случай 5.2).

Построяваме новата симплекс таблица – Таблица 6.4 със съответ-

ния опорен план. Променливата x1 сменя x5 в базиса. Ключовия ред раз-

деляме на ключовия елемент и записваме в новата таблица, след което

прилагаме метода на Гаус за изключване на x1 от първите две ограниче-

ния (редове на таблицата).

vejdi
Line

vejdi
Line
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Таблица 6.4: Втора СТ

x1 x2 x3 x4 x5

B cB β 4 2 0 0 0 Отн.

x3 0 14 0 5
2

1 0 1
2

28/5

x4 0 8 0 4 0 1 −1 10/4

x1 4 5 1 −1
2

0 0 1
2

z(x(1)) = 20 0 −4 0 0 2

Новият опорен план е x(1) = (5, 0, 14, 10, 0)T , който също не е оп-

тимален, понеже има отрицателна оценка в индексния ред. Преминаваме

към нов съседен опорен план, като попълваме следващата Таблица 6.5:

Таблица 6.5: Трета СТ

x1 x2 x3 x4 x5

B cB β 4 2 0 0 0

x3 0 9 0 0 1 −3
8

9
8

x2 2 2 0 1 0 1
4

−1
4

x1 4 6 1 0 0 1
8

3
8

z(x(2)) = 28 0 0 0 1 1

Текущият опорен план x(2) = (6, 2, 9, 0, 0) се оказва оптимален, тъй

като е изпълнен критерият за оптималност ∆j ≥ 0. Освен това всички

небазисни оценки са положителни, следователно каноничната задача има

единствено решение (попадаме в т. 4.2 на алгоритъма).

Оптималното решение на изходната задача е x̄ = (6, 2)T с макси-

мална стойност на целевата функция zmax = z(x̄) = 28.

Нека разгледаме и следващия пример:

Пример 6.2. Да се реши със симплекс метода следната задача:

max {x1 + x2 + x3}
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1 +2x2 −3x3 = 3

+2x2 +5x3 ≤ 5

x2 ≥ 0 , x3 ≥ 0 .

vejdi
Oval

vejdi
Line
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Решение: Привеждаме задачата в канонична форма. Тук освен ог-

раничения от вида неравенства има и свободна променлива, която я пред-

ставяме като разлика на две неотрицателни: x1 = x′
1 − ξ. Добавяме до-

пълнителна неотрицателна променлива x4 към лявата страна на второто

ограничение(неравенството). Така получаваме каноничната задача:

max {x′
1 + x2 + x3 − ξ}

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x′
1 + x2 −3x3 −ξ = 3

+2x2 +5x3 +x4 = 5

x′
1 ≥ 0, ξ ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0 .

Получената КЗ е и в базисен вид на ограниченията. Базисни про-

менливи са x′
1 и x4, а съответно базисно решение или опорен план на

задачата е x(0) = (3, 0, 0, 5, 0)T . Продължаваме със симплекс таблиците:

Таблица 6.6: СТ

x′

1 x2 x3 x4 ξ

B cB β 1 1 1 0 −1 Отн.

x′

1 1 3 1 1 −3 0 −1

x4 0 5 0 2 5 1 0 5/5

z(x(0)) = 3 0 0 −4 0 0

x′

1 1 6 1 11
5

0 3
5

−1

x3 1 1 0 2
5

1 1
5

0

z(x(1)) = 7 0 8
5

0 4
5

0

В последната симплекс таблица всички индексни оценки са неотри-

цателни. Следователно полученият опорен план x(1) = (6, 0, 1, 0, 0) е оп-

тимален. Освен това оценката, съответстваща на небазисната променлива

ξ, е нула, следователно полученото решение не е единствено. Последният

стълб в таблицата от коефициенти пред ξ е неположителен, което е приз-

нак, че няма друга крайна точка, а имаме неограничен ръб с направление

ℓ = (1, 0, 0, 0, 1). Следователно общото решение на каноничната задача е

x̂ = x(1) + tℓ = (6 + t, 0, 1, 0, 0 + t)T , t ≥ 0.
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Оттук решението на изходната задача е: x̄ = (6, 0, 1)T с максимална стой-

ност на целевата функция zmax = z(x̄) = 7.

В разгледаните примери по една или друга причина привеждането

в базисен вид на ограниченията и изборът на начален опорен план беше

сравнително лесно, но в общия случай това невинаги е така. Изборът на

начален опорен план е разгледан в следващия въпрос.

Въпроси и задачи за самостоятелна работа

• Кога каноничната задача на ЛО има единствено решение?

• Да се реши задачата:

max {6x1 + 4x2 − 14x3}
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1 −x2 −3x3 +x4 = 1

x2 +x3 −x4 = 2

x3 +x5 = 4

xj ≥ 0 , j = 2, 3, 4, 5 .


